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We introduce a new class of L-functions associated with algebraic number 
fields which includes classical L-functions with Griisencharacters (due to E. 
Hecke) as well as so-called scalar products of classical Lfunctions (probably 
due to LG. B. JInnun~ and studied by A. II. BSU-IO~~~OB and E. 3. Mopoa). 
Furthermore we show that these new L-functions (which are defined and seen 
holomorphic at least in the halfplane Re(s) > 1) have a meromorphic con- 
tinuation into the entire right halfplane. 
EINLEITUNG UND BEZEICHNUNGEN 
Es seien algebraische Zahlkiirper kI ,..., k, mit Absolutgraden ni und 
Heckeschen GraSencharakteren xi von ki gegeben; ist dann ai ein ganzer 
Divisor von ki und Ni die Absolutdivisornorm, so ist es fur bestimmte 
Probleme der Primzahlverteilung von Interesse, das Verhalten der zunachst 
nur in der Halbebene Re(s) > 1 definierten und dort holomorphen 
Funktion 
z: xlW -a* xrW (NdalNs (*> (al.....a,) 
N1(al)=.-=NJar) 
im Punkte s = 1 zu studieren. Mit diesem (angeblich auf IO. B. JIkIHHIlK 
zurtickgehenden) Problem haben sich bisher B. 3. Mop03 (vg1.l [l-4] und 
vor allem [5])sowie A. II. &morpa&roB [6] beschaftigt, allerdings unter der 
einschriinkenden Voraussetzung, daD der Absolutgrad It* des Komposi- 
turns k, der ki gleich n, e.0 n, ist. 
* Unwesentlich veranderte Fassung der gleichnamigen, von der mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Fakultat der Georg-August-Universitiit zu Giittingen ange- 
nommenen Dissertation des Verfassers. 
IEckige Rlammern beziehen sich auf die Literaturhinweise am SchluI3 der Arbeit. 
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In der vorliegenden Arbeit wird nun das Problem der meromorphen 
Fortsetzung von Funktionen (*) in die Halbebene Re(s) > 0 ohne jede 
weitere Voruussetzung iiber die ki gel&t. Dabei treten diese Funktionen als 
Spezialfall einer neuen, sehr allgemein gefal3ten Klasse von L-Funktionen 
iiber algebra&hen Zahlkiirpern auf, die ich L-Funktionen algebraischer 
Tori nennen mijchte (Definition 2). Diese werden in 51 mit Hilfe eines 
Lokal-Global-Prinzips in Analogie zu J. T. Tates Einfiihrung der 
Heckeschen L-Funktionen in [7] erklart. Wie schon der Name sagt, sind 
sie stets einem algebraischen Torus iiber einem Zahlkijrper k und einem 
stetigen Charakter x von der Gruppe T(A,) (der iiber dem Adelering von 
k rationalen Punkte von T) in den Einheitskreis Cl zugeordnet, wobei 
eine weitere Abhangigkeit von zwei Parametern geometrischer Natur 
herrscht. Diese Funktionen, welche sich stets in der Halbebene Re(s) > l/M 
(mit einer gewissen nattirlichen Zahl M) als holomorph erweisen, setze ich 
dann in $2 in die gesamte rechte Halbebene meromorph fort, wobei in 
Re(s) > l/(M + 1) bis auf einen etwaigen Pol endlicher Ordnung im 
Punkte s = l/M Holomorphie vorliegt (Hauptsatzj. 
Bemerkenswert ist nun, dal3 im Hinblick auf die Antiaquivalenz der 
Kategorie der k-Tori mit der unimodularer, stetiger Darstellungen der 
Galoisgrnppe der separablen Htille keep iiber k die Theorie dieser neuen 
Art von L-Funktionen such ganz klassisch formuliert werden kbnnte, etwa 
in Analogie zur Theorie der Artinschen L-Funktionen. Dies wtirde jedoch 
zu einer formalen Komplizierung fiihren, und so rechtfertigt die vorlieg- 
ende Arbeit meiner Ansicht nach einmal mehr die Ntitzlichkeit der 
moderneren Sprechweisen (Adele, algebraische Gruppen, etc.). 
Bei alledem erhebt sich natiirlich die Frage, ob die L-Funktionen 
algebraischer Tori fur die Theorie von der Verteilung der Primzahlen von 
Nutzen sein kiinnten. Im Hinblick auf die Ergebnisse in [6] konnte man so 
etwas erwarten, jedoch habe ich diese Fragen aus der vorliegenden Arbeit 
ausgeklammert. Ferner habe ich such das spezielle Verhalten der Funk- 
tionen (*)--welche such Skalarprodukte, Heckscher L-Funktionen genannt 
werden-nicht weiter untersucht, obwohl die schon oben erwahnten 
Veroffentlichungen zu diesem Thema in mancher Hinsicht unbefriedigend 
erscheinen. 
Was die Bezeichnungen betrifft, so sei auf folgende durchgehenden 
Standardbezeichnungen besonders hingewiesen: N die natiirlichen, 
Z die ganzen, Z, die nicht-negativen ganzen, Q die rationalen, Q+ die 
nicht-negativen rationalen und C die komplexen Zahlen, ferner Cl der 
Einheitskreis. 1st T eine tiber k definierte lineare algebraische Gruppe 
(k: ein Korper), also ein affines k-Gruppenschema, so bezeichne ich fur 
jede (assoziative, kommutative) k-Algebra B (mit 1) mit T(B) die Gruppe 
der iiber B rationalen Punkte. 1st dann K/k eine Erweiterung, so bezeichen 
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ich die aus T durch Konstantenerweiterung hervorgehende K-Gruppe mit 
TK . SchlieBlich ist stets G,,I, die tiber k definierte multiplikative Gruppe 
%,I, . 
An dieser Stelle mijchte ich es nicht versaumen, meinem verehrten 
Lehrer, Herrn Prof. Dr. Martin Kneser (Gottigen), sowohl fur die Anre- 
gung zu dieser Arbeit als such fur seine standige Forderung meines 
Studiums herzlich zu danken. Ferner sei meinem Chef, Herrn Prof. 
Dr. Jens Mennicke (Bielefeld), fur die reichliche Zeit gedankt, die er mir 
zur Anfertigung der vorliegenden Arbeit zur Verftigung gestellt hat. 
1. DEFINITION DER L-FUNKTIONEN 
Es sei k ein algebraischer Zahlkorper und T ein d-dimensionaler 
algebraischer k-Torus (siehe [S], 1.1, oder such [9] resp. [IO]). Dieser 
zerfiillt mit ([S], 1.5) iiber einer endlich-Galoisschen Erweiterung K/k. 
Bezeichnet G = Gal(K/k), so sind die Charaktergruppe X(T) := 
X(T), := Horn,-&T,, Gm,K) und der Modul X*(T) := X*(T), := 
HomK-GrGL, K , TK) der einparametrigen Untergruppen von T jeweils 
(G, Z)-Darstellungsbimoduln vom Z-Range d; dabei gilt X(T), = X(T)G 
resp. X*(T), = X*(T)G, und X*(T) ist der Z-Dualmodul von X(T) und 
damit der Modul der zur durch X(T) gegebenen Darstellung contra- 
gredienten Darstellung. 
Wie in [9], 1.2, treffen wir fur jede k-Algebra B die Identifizierungen 
T(B Ok K) = Hom(X(T), (B Ok K)*) = X*(T) @ (B on K)*, 
wobei man nach Ubergang zu G-invarianten Elementen erhalt: 
T(B) = HomG(X(T), (B Ok K)*) = (X*(T) @ (B ol, K)*)G. 
1st jetzt v eine Primstelle von k, k, die Komplettierung von k bei v, V eine 
der (endlich vielen) Fortsetzungen von v auf K (in Zeichen: V/u) und Kv 
die entsprechende Komplettierung, dann ist mit K/k such K,Jk, Galoissch, 
und man hat eine Isomorphie 
Gal(Kv/k,) s G, C G, 
wo GV die Zerlegungsgruppe von G beztiglich V/v bedeutet. Ferner hat 
man den k-Algebrenisomorphismus 
kO,Kr n:Kv, 
VI* 
wobei G auf beiden Seiten operiert und dabei rechts die Kv transitiv 
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vertauscht. Fixiert man jetzt eine der Primstellen V, dann ist K, ein 
Zerfallungskorper des k,-Torus T II : = T,*; dabei gilt X(T,) = X(T) 
resp. X*(T,) = X*(T) als G,-Moduln, und man identifiziert insbesondere 
T(k,J = Hom,(X(T), (k, Ok K)*) = Homc,(X(T,), K,*) = T,(k,). 
Bezeichnet j . jW die normierte verallgemeinerte Bewertung zu z’ und ord, 
den zugehorigen normierten Exponenten, ferner u, = {b E k, : ! b j 2) = 1 I, 
cclk. die (endliche) Menge der unendlichen Primstellen von k und fur 
z: $ 00~ 0,. den Ring der ganzen Zahlen in k, , so setzt man (such fur 
v E in,.!) 
T(o,) : = T,,(o,) : = Hom,+(X(T,), U,) = (X*(T) 0 UV)Gb’, 
und es ist bekannt (vgl. [9], 2.1), daR T(o,) die maximal kompakte Unter- 
gruppe der lokal-kompakten Gruppe T(k,) ist. Hat man dabei L’ $ coI; , 
so ist T(o,) sogar offen in T(k,). 
Bezeichnet Y(T) := X(T) @ Q den zu X(T) gehiirigen Darstellungs- 
vektorraum von G, so sei im folgenden 
CC Y(T) ein G-invarianter konvexer Kegel mit Spitze 
im Nullpunkt, welcher innere Punkte besitzt. (1.1) 
Setzt man dann fiir v $ 00~) V/v 
T(C, 0,) := {a E T(K,) : x(a) E 0, fiir alle x E C n X(T)] 
und 
T(C, 0,) := T(C, 0,) n TW, 
dann schlieI3t man analog zum Beweis von (2.1.3) in [9]: 
T(C, oV) = {a E T(k,) : x(a) E o, fur alle s E C n X(T),)-, 
wobei X(T)* = X(T)G~ = X(T,),o bedeutet. Aus der letzten Bedingung 
an C in (1.1) folgt dann 
TW C UC, 0,). 
Nun sei z E X(T), fest gewahlt. Man sagt, ein Kegel C Z Y(T) geman (1 .l) 
ist z-zuliissig, wenn z innerer Punkt von C ist. Setzt man jetzt zu einem 
Kegel C gem%3 (1.1) 
C* := (x* E X*(T) : x*(x) 3 0 fi.ir alle x E C n X(T)}, 
dann ist C* ein G-invarianter konvexer Kegel mit Spitze im Nullpunkt, 
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namlich der zu C n X(T) gehorige Dualkegel. Fur spiitere Zwecke 
beweisen wir nun 
PROPOSITION 1. Ist T nicht k-anisotrop, d.h. X(T), # 0, dann gibt es 
zu jedem z E X(T), , z # 0 einem z-zuliissigen Kegel C gem&s (I. 1) derart, 
dafl C* # 0 gilt. 
Sei namlich z E X(T), , z # 0 gegeben; da G auf Y(T) stetig und offen 
operiert, gibt es eine offene Umgebung U von z mit 0 $ U und GU = U. 
Wahlt man fiir C die konvexe Hiille von Q+U, so hat C die in (1.1) 
beschriebenen Eigenschaften und ist z-zulassig. Startet man bei dieser 
Konstruktion mit geniigend kleinem U, so gilt dann sicher C* # 0, was 
zu beweisen war. 
Setzt man fur jedes 21 q! cok 
C,* := C* n X*(T), 
(dabei ist X*(T), = X*(T,),. = X*(T)Gv), so folgt 
C,* = (x* E X*(T), : x*(x) > 0 fur alle x E C n X(T),). 
1st weiter C z-zulbsig, so betrachten wir fur jedes m E Z, 
C*(z, m) := {x* E C* : x*(z) = m>, 
und es ist klar, da0 es sich dabei urn eine G-invariante Menge von Gitter- 
punkten in X*(T)handelt, welche eventuell leer sein kann; dabei ist C*(z, m) 
-aufgefaDt als Menge in Y*(T) := X*(T) @Q-in einem konvexen, 
meBbaren und wegen der z-Zulassigkeit von C sogar beschrankten Bereich 
enthalten, welcher als Durchschnitt eines konvexen Kegels mit Spitze in 
Null mit einer Hyperebene ho&tens (d - I)-dimensional ist. Also 
erhalt man zusammenfassend: 
HILFSSATZ 1. Ist C z-zuliissiger Kegel gemci;B (l.l), dann gibt es eine 
nur von C und z abhtingige Konstante D mit 
card(C*(z, m)) < D * md-l fiir m EN; 
ferner gilt 
card(C*(z, 0)) = 1. 
Mithin ist zu jedem m E Z, und jedem v $ co, eine endliche Menge 
Cv*(z, m) := C*(z, m) n X*(T), 
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erkldrt, wobei offenbar die disjunkte Zerlegung 
co* = i, cu*(z, m) 
??I=0 
gilt. 




b tt ord,(b) 
eine ebenfalls exakte Sequenz 
1 + X*(T) @ U, + X*(T) @ K,* + X*(T) -+ 0 
von G,-Moduln liefert, wobei V wiederum eine feste Fortsetzung von 0 
in K ist. ‘Cjbergang zu G,-invarianten Elementen liefert einen Mono- 
morphismus 
f?b : wJ/wb) - x*m, 
ii i--t ordv 0 a 
(1.3) 
mit endlichem Cokern (vgl. [9], (2.1.5)), wobei a die Klasse von 
a E Hom+GW), , KY*) = Wb) 
bedeutet. Da T(o,) offen in T(k,) ist, ist q21 topoIogischer Isomorphismus 
Kombiniert man nun (1.2) mit (1.3) und berticksichtigt, da6 im Falle v 
unverzweigt in K/k wegen der cohomologischen Trivialitlt von Uy 
(vgl. [ll], VI, 1.2, 1.4) und der daraus folgenden von X*(7’) @ Uy (siehe 
[12], IX, $5, Theo&me 9) sogar Cok(p7,) = 1 gilt, so folgt 
HILFSSATZ 2. Ist C z-zuliissiger Kegel gem$ (1 .l), v # con. , dann gilt 
mit cpv aw (1.3): 
Dabei ist ql, surjektiu, wenn v in K/k unoerzweigt ist. 
Bevor wir nun die Definition der L-Funktionen algebraischer Tori im 
Lokalen geben, wollen wir noch das Haarsche Mal3 Ae auf T(k,) so 
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normieren, da0 J&,(T(o~)) = 1 gilt und das QuotientenmaB -& von 
T(k,)/T(o,) mit dem kanonischen diskreten Mat3 iibereinstimmt (hierbei 
ist stets 2, $ 0x3. 
DEFINITION 1. Sei T k-Torus, z E X(T), , u $6 CQ , C g Y(T) z-zuiiissiger 
Kegel gemiip (1.1) und xz, : T(k,) -+ C1 ein stetiger Charakter, dann heije 
die komplexe Funktion 
eine L-Funktion des k,-Torus T, . 
Da13 diese Definition verntinftig ist, besagt 
PROPOSITION 2. Die in Definition 1 erklzrten Funktionen sind in der 
ganzen rechten Halbebene holomorph. 
Zum Beweis beachten wir zunachst, daB T(C, 0,) als offene und 
abgeschlossene Menge eine stetige charakteristische Funktion besitzt. 
Bezeichnet wie tiblich NV die Anzahl der Elemente des Restklassenkiirpers 
zu v sowie ey die Verzweigungsordnung von V beztiglich v, so ergibt sich 
aus Hilfssatz 1 und Hilfssatz 2 fur reelles (T > 0 die Abschatzung 
< 2 card(C,*(z, m)) . (Nu)-~“+ 
Vll=O 
< 1 + D - f ma-’ * (Nv)-~~‘~V, 
WI=1 
aus welcher wegen der Konvergenzeigenschaften der letzten Reihe die 
Behauptung der Proposition sofort folgt. AuRerdem ergibt sich aus obiger 
Abschatzung: 
PROPOSITION 3. Ist U$ a1, , v in K/k unverzweigt, R > 0 ,fest, und 
bezeichnet M := minim E N : C*(z, m) # 0) (resp. := co, falis das 
Minimum nicht existiert), dann gibt es eine nur van C, z und R abhiingige 
Konstante Emit 
Lk,(Tv , c, z, x,, ; s) < 1 + E * (Nv)-~.~~(~) fiir Re(s) > R. 
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SchlieDlich folgert man noch aus (1.2) und Hilfssatz 2 die fur $2 wichtige 
PROPOSITION 4. Ist v# co, , 2, in K/k unuerzweigt und xJT(o,)) = 1, 
dam induziert xv einen Charakter xv* : X*(T), + C?, und es gilt in der 
rechten Halbebene: 
Es sei im folgenden k, ein Unterkorper von k; ist weiter T ein iiber K 
zerfallender k-Torus, so kann ohne Einschrlnkung K/k,, als Galoissch 
vorausgesetzt werden mit G, = Gal(K/k,,) und 
G = Fix(k) = Gal(K/k) E G, . 
Mit [9], Proposition 1.2.4 (vgl. such [lo] Proposition 14) gibt es dann bis 
auf k,-Gruppenisomorphismus genau einen &Torus TO : = Resk,k,( T) 
mlt X(Td = W-3 Ozco X(T), die Restriktion van T nach k, (vgl. [9], 
1.4 und vor allem [13], 1.3), wobei X*(T,,) = Z(G,) @zco X*(T) gilt. 
Wie iiblich, treffen wir nun die Identifizierungen 
To(B) = TV Ok0 W fur jede k,-Algebra B. 
1st u0 eine Primstelle von k0 , so folgt daraus insbesondere 
wobei mit [13], 1.3, die beiden Topologien iibereinstimmen. Also hat man 
unter obiger Identifizierung such 
T&J,,~,) = n TW. 
v/v, 
1st jetzt C g Y(T) ein Kegel gemal3 (1 .l), dann ist die Menge 
Co := @ s @z(c) C G @ s @Z(G) Y(T) = Y(To) 
s(modG) .s(rnOclG) 
ebenfalls so ein Kegel, der von C G,/G-induzierte Kegel. Man rechnet nun 
anhand der einzelnen Definitionen nach, dal3 unter den bisherigen Jdenti- 
fizierungen die Formel 




gilt. SchlieDlich sei fur spatere Zwecke noch bemerkt, da13 durch die 
Zuordnung 
durch Einschrankung ein Isomorphismus 
gegeben ist. Bezeichnet dabei wie tiblich N.,. den Normoperator, so gilt 
das unmittelbar einsichtige 
LEMMA. Ist B k,-Algebra, b E T,(B) = T(B ok0 k) und z E X(T), , so gilt 
Eine unmittelbare Folgerung aus der Gestalt von TrklK, ist aul3erdem 
noch: 
Ist der Kegel C z-zuliissig, so ist der GO/G- 
induzierte Kegel CO Tr,,,,(z)-zuliissig. 
(1.5) 
Im folgenden wollen wir nur noch globale Betrachtungen anstellen. Dazu 
bezeichne Ak den Adelering von k und Ik die Idelgruppe. Da AI, k-Algebra 
ist, ist T(A,,J wohldefiniert, und es gilt 
W,) = U TM3 
mit 
TW) := n TV4 x n TW fiir endliche Mengen S, 
IJES o$S 
wobei T(A,) die Topologie eines eingeschrlinkten direkten Produktes trtigt 
(vgl. [7]). Wichtig ist dabei die Adeleklassengruppe T(A,)/T(k), welche 
bekanntlich als Untergruppe von endlichem Index i(T) in die Gruppe 
T(C,) := Hom,(X(T), C,) = (X*(T) @ C,)G 
isomorph eingebettet werden kann (dabei ist C, die Ideleklassengruppe 
von k), was man beispielsweise [14], 3.4 entnimmt. 
Sei nun x : T(A,) + Cl ein stetiger Charakter mit x(T(k)) = 1; ein 
solcher sol1 fortan ein Heckecharakter von T genannt werden. Bezeichnet 
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man fur jede Primstelle ZJ von k mit xv die Einschdnkung von x auf 
T&J, so gilt fur fast alle u (vgl. [7]): 
Eine endliche Primstellenmenge S 2 c.ok , welche jene Stellen enthllt, fiir 
die xV(T(o,)) # 1 gilt, sol1 Erkliirungsmenge ftir x genannt werden, ferner 
der Durchschnitt aller Erklarungsmengen von x die Fiihrermenge von x. 
Durch x sind nun bei gegebener zugehoriger Erkllrungsmenge S zwei 
stetige Charaktere xl,s und xZ,s von T(A,) vermoge 
x1.s : a = b&J v..) I--, V-J x&3 
x2.s : u = (4 ,...> ++ n x&J 
vss 
definiert. Dabei gilt nach Konstruktion von S 
Xl,so-u,S)) = 1, 
und ergo induziert xIss einen Charakter xs auf der diskreten Gruppe 
T(Alc)/T(Aks) durch die Festsetzung 
xm := Xl,&) (a E Wm. 
AuBerdem gilt 
Folglich induziert die Einschrankung von xZps auf T(k) einen Charakter 
xs’ der diskreten Gruppe T(k)/(T(AkS) n T(k)) s T(k) T(Alc”)/T(&s) 
vermijge 
xsm := xm @ E T(k)). 
Wegen ~~(6) = x&b) = x$(b) = ~~‘(6) fur b E T(k) haben wir ins- 
gesamt: 
xs ist eine der mit [9], Theorem 3. 1.1,2 endlich vielen 
Fortsetzungen des Churukters xs’ von T(k) T(AkS)/T(A,S) auf 
mwww. 
(1.6) 
Nun kommen wir zur grundlegenden Definition dieser Arbeit. 
a Bei der hier behaupteten Edichkeit tier S-KZassenzdzl beruft sich T. Ono in [9] 
auf seine friihere Arbeit [15], wo das erwghnte Resultat nur fiir k = Q und S = COQ - 
also mit Hilfe der Restriktion fiir beliebiges k und S = m, - bewiesen wird. Aller- 
dings verlkft der Beweis im allgemeinen Fall viillig analog. 
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DEFINITION 2. Sei T k-Torus, z E X(T), , C g Y(T) z-zuliissiger Kegel 
gema] (1.1) und x ein Heckecharakter von T mit Erkliirungsmenge S, dann 
he&be die komplexe Funktion 
L,(T, C, z, x, S; s) := n LrJT, > C, z, xz, ; s) 
v&s 
(vgl. Definitionl) eine L-Funktion des k-Torus T. 
Dabei folgt aus Proposition 2 und Proposition 3 sofort 
PROPOSITION 5. Die in Dejinition 2 erkkirten Funktionen sind in der 
Halbebene Re(s) > l/M (mit M gemij Proposition 3) holomorph. 
Aus den gegebenen Definitionen sowie unter Benutzung von (1.4) und 
(1.5) leitet man nun ohne Mtihe folgende Eigenschaften der L-Funktionen 
Algebraischer Tori her (die Gleichungen mogen alle ohne Einschrankung 
in der Halbebene Re(s) > 1 verstanden werden): 
Fiir r E N gilt 
UT, C, z, x, S; rs> = L,dT, C, rz, x, S; s>. (l-7) 
Fiir T= TI x,T,, C= C,@C,, z=z,@z, und 
x = (x1 , xZ) gilt mit S = S, U S, 
LU’, C, z, x, s; 4 = fi L,CG 3 G , zt , xi , s; s>. (1.8) 
i=l 
Fur T,, = Res,,,,(T), CO von C GO/G-induziert, 
z. = Tm&) und wo 
(d.h. S enthtilt genau die k-Fortsetzungen der in So 
Iiegenden Primstellen von k,) gilt 
UT, C, z, x, S; 4 = &c&To , Co , zo , x, So ; 4. (l-9) 
SchlieDlich wollen wir noch im Falle x = 1 (Einscharakter) 
UT, C, z, s; 8) statt L,(T, C, z, 1, S; s) 
sowie 
MT, C z; s) statt &(T, C, z, CQ ; s) 
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vereinfachend schreiben und allgemein (fiir spgtere Zwecke) die Bezeich- 
nungsweise 
MT, c, Z? x, s; s>, 
im Falle z, $ S einfiihren. 
Beispiel 1. Sei T = G,,, , also X(T) = Z, Y(T) = Q und X*(T) = Z. 
Wegen T(A,) = I, ist dann x ein Id6lekZussencharakter, also xs (vgl. (1.6)) 
der zugehiirige Heckesche Gr$encharakter (mod S). Wahlt man C = Q+ 
und z = 1, so ergibt sich 
LdT, C, z, x, S; s) = Uxs , s>, 
d.h. es liegt eine Heckesche L-Funktion mit GrCjencharakter vor. 
Beispiel 2. Seien k, ,..., k,lk algebraische Zahlkorper und K ein iiber k 
Galoisscher KSrper mit ki C K. Bezeichnet G = Gal(K/k) und Gi = 
Fix(k,), dann definiert die exakte Sequenz von G-Moduln 
0 +- 6 Z(Trkidl) - Trkllk(l)) - 6 Z(G) ~3~(~,) Z 5 X(T) + 0 
i=2 i=l 
eine exakte Sequenz von k-Tori 
Dabei mochte ich T das Skalarprodukt iiber k der iiber k, dejinierten Tori 
G rn.k( beziiglich 1 E Z = X(G,,,J nennen, eine Bezeichnungsweise, die sich 
sogleich rechtfertigen wird. Mit dem Lemma folgt dann fur jede k- 
Algebra B: 
b = (b, ,..., b,) E fi (B Oa k<)* : 
T(B) = i=l 
N BOelc,,db3 = *.a = &~,ak,/&r) ' 
also speziell 
und 
T(k) = lb = (b, ,..., b,) E fj ki* : Nklllc(bl) = a.. = N~r,dWj. 
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AuBerdem berechnet man 
und 
x*(T), = ]( . ..) c 
s,(modG,) 
sj @z(G,) mi )...) : (kl : k) ml = “’ = (kr : k) mrle 
Bezeichnet wiederum C, die Ideleklassengruppe von k, so tiberlegt man, 
da13 nicht zuletzt wegen C, = CKG und Cki = C2 die Beziehung 
gilt. Wegen T(k) = T(A,) n nIcl ki* hat man nun eine stetige Injektion 
wir wollen einsehen, da13 deren Bild abgeschlossen ist. Dazu beachten wir, 
da13 man die (durchaus nicht kanonischen) Zerlegungen3 
und 
T(A,)/T(k) = T(A,)‘/T(k) x Rldtk) 
zur Verfiigung hat, wobei I;, die Normeinsidelegruppe von ki , R+* die 
multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen, d(k) den Z-Rang von 
x(T), (hier speziell = 1) und T(Ak)l = T&) n nl=, Zi, bezeichnet und 
der jeweils erste Faktor in obigen Zerlegungen kompakt ist.3 Da bei unserer 
Injektion der kompakte Anteil in den kompakten tibergeht (und ergo als 
stetiges Bild eines Kompaktums insbesondere abgeschlossen ist) und die 
Einschrankung der Injektion auf den Vektoranteil linear in den anderen 
* Solch eine Zerlegung kann man im iibrigen bei jedem k-Torus T finden, wenn man 
im allgemeinen Fall die Definition der Untergruppe T(A# geeignet vomimmt; such 
die Kompaktheit des ersten Faktors gilt dann allgemein (vgl. dazu such [9], Theorem 
3.1.1 und [15]). 
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Vektoranteil abbildet, ist damit das gewiinschte gezeigt. Also sind die 
Heckecharaktere von T genau diejenigen Charaktere von T(A,), welche 
aus Produkten von Ideleklassencharakteren xi von ki durch Einschrdnkung 
entstehen. 
Setzt man jetzt C = v(C), wobei C’ die direkte Summe der jeweils 
durch Q+ G/G,-induzierten Kegel ist, ferner 
z = dTrdM= --a = g)Ch,dl))), 
dann ist im Falle k = Q die zugehijrige L-Funktion bis auf endlich viele 
der lokalen Faktoren eine Funktion von der in der Einleitung erwahnten 
Gestalt (*), was als Motivierung fur die Bezeichnung von T dienen mag. 
Beispiel 3. Dieses Beispiel sol1 sum AbschluB dieses Paragraphen 
zeigen, daD eine L-Funktion eines k-Torus T rechts der Geraden Re(s) = 1 
im allgemeinen Nullstellen haben kann. Dabei geni.igt es, ein Gegenbeispiel 
im Lokalen anzugeben. Sei T = G$,, , also X(T) = 2x, @ Zx, , 
Y(T) = Qx, 0 Qxz und X*(T) = Zx,* @ Zxz*. Wahlt man jetzt z = x1 
und 
also 
c* = {&*x1* 0 &*x2* : &*, 5,* EZ und I L* I < 5&*). 
Es folgt fur alle Primstellen u $ coo (also speziell fiir u = 2): 
CU*(z, m) = C*(z, m) = (mxl* @ 4*x2* : .$* E Z und -5m < 5* < 5m). 
WBhlt man nun den Heckecharakter x von T so, da13 x.JT(Z,)) = 1 gilt 
und fur das zugehorige xZ* (gemal Proposition 4) 
x2*(x1*) = -1 und &*(x2*) = 14 
erftillt ist, so gilt 
La,(Tz , C, z, xB ; 1) = f (-1)” * (1 + 10m) * 2-” 
T?l=O 
= 1 - l/4 5 (1 + 20m) * 4-” < 1 - (1 + 21/4)/4 
WI=0 
= -9/16 < 0, 
* Solch eine Wahl ist in der Tat immer miiglich (vgl. [7 : section 4.51). 
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was offenbar zu zeigen war. Wahlt man jedoch die Erkldrungsmenge S 
von x bei einer beliebigen L-Funktion eines Torus geniigend grog, so ist 
klar, daO man Nullstellenfreiheit in der Halbebene Re(s) > l/M erzielen 
kann. 
2. ANALYTISCHE FORTSETZUNG DER L-FUNKTIONEN 
Es sei L,(T, C, z, x, S; s) eine nicht konstante L-Funktion des k-Torus 
Tin Sinne von Definition 2. 
SATZ 1. Es seien x1*,..., xg * Vertreter der G-Bahnen von C*(z, M) 
Gj die zugehdrigen Stabilisatoren, Ki = Fix(G,), dann gibt es einen k- 
Homomorphismus 
f : T := fi ResKj,lc(Gm,K,) + T, 
j=l 
welcher einen stetigen Homomorphismus 
also durch 
einen Heckecharakter auf T und damit Grojencharaktere xs, von Kj (Sj/S) 
definiert, wobei in der Halbene Re(s) > l/M 
-MT, C, z, x, S; s> = fi LK,(xs, > MS) * H(s) (2.1) 
j-1 
mit einer in der Halbebene Re(s) > l/(M + 1) holomorphen und im FalIe 
x = 1 dort sogar nullstelIenfreien Funktion H(s) gilt. Erzeugt dabei C*(z, M) 
den Modul X*(T), so gilt 
[Cok(f)] = [I?-l(G, Ker(f*))]/i(T). 
ErgPnzend sei noch angemerkt, daD [Cok(J)] = 1 aquivalent mit der 
Eineindeutigkeit der Zuordnung x + 17 ist. 
Zum Beweis von Satz 1 treffen wir zunachst die Zuordnungen 
id Onj 1 H xi* mit Aj := Z(Gj)(j = I,..., B), 
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welche durch (G, Z)-lineare Forsetzung einen G-Modulhomomorphismus 
f * : x*(T) + X*(T) 
und damit den gewiinschten k-Homomorphismus definieren. Wird dabei 
X*(7’) durch C*(z, M) erzeugt, so ist die Sequenz 
0 + Ker(f*) + X*(T) f*, X*(T) ---+ 0 
exakt; verschmilzt man diese mit der ebenfalls exakten Sequenz 





x*(T) @ ZK f'@J1 ' X*(T) 0 z, 
l@PT 1 1 l@PT 
1 - Ker(f*) 0 C, - x*(T) 0 c, f*@l + X”(T) 0 CK ------+ 1 
mit exakten Zeilen und Spalten. abergang zu G-invarianten Elementen 
liefert mit SBtzen der Cohomologietheorie endlicher Gruppen das 
kommutative und tiberall exakte Diagramm 
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Sofort folgt Cok(f) s Im(ol)/Imdf(&)), also nach Definition von i(T): 
WWf)l = (IN4 : WfG>>) 
= (T(G) : Wf(GJM~tG~ : Imt4) 
= [@(G, Ker(f*) @ C,)]/I’(T). 
Da nach einem Satz von Tate und Nakayama sowie bekannten Satzen der 
globalen Klassenkorpertheorie 
I?l(G, Ker(f*)) d, Z?l(G, Ker(f*) @ C,) 
gilt (siehe [12], IX, $8, ThCorbme 14 im Zusammenhang mit [l 11, VII, 11.2), 
ist damit [Cok(S)] wie gewiinscht berechnet. Nun wenden wir uns dem 
Beweis von (2.1) zu und beachten, dag der durch x = x 01 definierte 
Charakter-aufgefal3t als Heckecharakter von T-offenbar S als ErklHr- 
ungsmenge besitzt. Bezeichnet jetzt S,, := S u {v : v ist in K/k verzweigt}, 
so gilt fur alle v $ SO 
-*- *o xv -xv f** 
Setzt man nun 
z := & TrK&l) E X(T)k: 
5-l 
und 
C := & Cj _C Y(T), wo C, die von Q+ G/G,-induzierten Kegel sind, 
i-l 
so folgt 
e* = fi @ s, @/j,Z+Cx*(T) 
i-l s,(modGj) 
sowie 
i5*(A42, M) = c*(z, 1) 
= it%.*, f$ @/I, 1,~.., %$modc,W=~ . . ..B , 
und es ist klar, daD f * eingeschriinkt auf C*(F, 1) eine G-Bijektion 
c*(fE, M) = c*(z, 1) z c*(z, M); z* ++ x* 
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ist, wobei nach ubergang zu den Fixpunkten unter den Zerlegungsgruppen 
fur jedes t’ $ SO das Diagramm 
kommutiert. Hieraus folgt fur ZI #S,, in der rechten Halbebene die 
Beziehung 
LO, c, 2, x, x s), = 1 + c xa*(x*) * (Nu)-MS 
s*EC,*(z,M) 
t-f c x0*(x*) . (i-vu)-“” 
nz=M+l 2*EC,*L%,m) 
=1+ c gv*(a*) . (NU)-“” X*ECu*(MZ,M) 
+i! c xv*(x*) * (Ml-“S 
m=M+l x*eC,,*(r,m) 
-- = L,(T, c, MZ, R, s; s), + (Nu)-(M+l)s 
. (~U)-bn--M-l)s 
-- 
= L,(T, c, MZ, 2, s; s), * (1 + (Nu)-(M+l)s * D,(s)) 
= fJ h&s, , Ms>v * (1 + ww”+l)s * D,(s)). 
- - 
Da 1 L,(T, C, 442, R, S; s), 1 unabhangig von IJ und s nach unten durch 
eine positive Konstante abgeschatzt wereden kann, ist D,(s) eine in der 
rechten Halbebene holomorphe Funktion, welche zu jedem R > 0 in der 
Halbebene Re(s) > R der Abschatzung 
mit nur von T, C, z und R abhlingigem D geniigt. Multiplikation iiber alle 
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o 6 S,, liefert dann mit den Ergebnissen von $1 die gewiinschte Formel (2. l), 
wobei im Falle x = 1 such H(s)-l holomorph ist, da dann 
unabhangig von v und s nach unten durch 1 abgeschatzt werden kann, 
was noch zu beweisen war. 
Eine unmittelbare Folge aus Satz 1 (und dem dazugehbrigen Beweis) 
sind zwei Corollare: 
COROLLAR 1 zu SATZ 1. Ist T k-anisotrop, d.h. X(T), = 0, so ist jede 
L-Funktion von T eine Konstante; ist T nicht k-anisotrop, so gibt es stets 
eine nicht konstante L-Funktion. 
1st namlich T k-anisotrop, so gilt notwendig z = 0. Im anderen Fall 
folgt die Behauptung wegen Proposition 1 aus Satz 1 sofort. 
COROLLAR 2 zu SATZ 1. Ist L,(T, C, z, x, S; s) wie in Beispiel 2 
gewtihlt, dann gilt in Satz 1 genau dann B = 1, wenn das Kompositum k, 
der ki die Beziehung (k, : k) = (kl : k) *a* (k, : k) erfiillt, und in diesem 
Fall ist .f durch 
gegeben und im allgemeinen nicht surjektiv. 
Zum Beweis sei G* = Fix(k,), also (vgl. die Bezeichnungen in Beispie12) 
G,=G,n . ..nG.,n,=(k,:k)=(G:G,)undni=(k,:k)=(G:GJ. 
Dann gilt stets n, < It1 *a* n, . Es folgt 
c*(z, 1) = {(Sil al, l,..., S$, o/l, l)lls.jisnc;i=l....,T 
mit disjunkten Zerlegungen G = lJ$, sjiGt (i = l,..., r) und 
dt := Z(Gi) (i = l,..., r). 
Also gilt bei der hier vorliegenden L-Reihe M = 1 und card(C*(z, 1)) = 
n, me* n, . Da G, der Stabilisator von 
(id OA, l,..., id On, 1) 
ist, operiert G auf C*(z, 1) genau dann transitiv, wenn (G : G,) = 
card(C*(z, 1)) gilt, was zunachst zu beweisen war. Die Kennzeichnung 
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von f im Falle B = 1 folgt jetzt aus der Gestalt vonf *, welches hier durch 




mit A * := Z(G,) gegeben ist. Hieraus folgt mit den tiblichen Identi- 
fizierungen fur den Homomorphismus f(C,): 
a = 1 0 a = * (LdG ) (s* On. 1) 0”” a 
* * 
= c-.9 1 0 N,,*/c,,(4,...> = (..., &k*,,6(u) ,... ). 
Es bleibt zu zeigen, daBfim allgemeinen nicht surjektiv ist. Da im Beispiel 
2 etwa im Falle zweier verschiedener quadratischer Zahlkiirper k, und 
k, bekanntlich i(T) = 1 gilt (siehe dazu meinen vorlaufigen Artikel [17], 
Complement au Theoreme 2, (iv)), bleibt mit Satz 1 zu zeigen, da13 A-l 
(G, Ker(f *)) = 1 falsch sein kann. In der Tat gilt nun in diesem Fall 
X*(T) = Z(G) mit G = {id, s} x (id, t> und damit 
f * : a,,id + up + a$ + a,& 
++ ((aid + 4 id + (a, + ad s, (aid + a3 id + (at + 4 t). 
Es folgt Ker(f *) = Z(s - id)(t - id), also 
&l(G, Ker(f *)) G Z/22, 
was zu beweisen war. 
Erwahnenswert ware hier noch, daI3 man beim Studium von [6] und 
[5] erkennt, da8 die “Einschrankung” der Herleitung von Formel (2.1) 
auf den in Beispiel 2 diskutierten Spezialfall unter den zusatzlichen 
Voraussetzungen k = Q und n, = n, .*. n, methodisch im wesentlichen 
mit dem Beweis von (8) in [6] zusammenfallt, wenn man von den die 
Grijgencharaktere behandelnden Teilen absieht, wo BIIHO~P;~~OB die 
umstandlicheren Methoden Heckes den Adblemethoden vorzieht, was 
jedoch von Mop03 in [5] schon verbessert wird. Dabei ist bei BmrorpairloB’s 
Ansatz die Voraussetzung iiber die Kijrpergrade insofern notwendig, als 
Corollar 1 zu Satz 1 zeigt, da13 sonst das Verhalten van Funktionen (*) 
in der NBhe von s = 1 durch mehr als eine klassische L-Funktion beschrie- 
ben werden mu& 
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Nun wenden wir uns abschliel3end der Forsetzung in die gesamte rechte 
Halbebene zu. 
SATZ 2. Zu jedem n E Z, gibt es endlich viele Zwischenkcrper KA , L, 
von K/k (A E I, , p E J,, mit Indexmengen I,, , J,), ferner zugehiirige Zahlen 
M,, , N, E N (M < MA , N, < M + n) sowie Gr$encharaktere xs, , 
&,G , U9 van KA rev. L, , so daj in der Halbebene Re(s) > l/M die 
Beziehung 
mit einer in der Halbebene Re(s) > l/(M + II + 1) holomorphen Funktion 
H,(s) erftillt ist. 
Der Beweis verlauft durch Induktion nach n. Fur n = 0 ist dabei 
Satz 2 in Satz 1 ethalten. Sei n > 0; dann kann man nach Induktions- 
voraussetzung unter Benutzung des Beweises von Satz 1 annehmen, da13 
fur v $ S, in den beiden Funktionen 
und 
bei Entwicklung in Reihen nach wachsenden Potenzen von (NV)-” alle 
Glieder bis zum (M + n - I)-ten einschlief3lich iibereinstimmen. Nun 
sind mit den Ergebnissen von $1 die beiden Funktionen rl-Anteile von 
L-Funktionen der k-Tori 
resp. 
T;“-l) := T  x k AEv Re%r,,k(Gm,,,) 
n-1 
Tb-1) := 
2 fl Re%.,AGm.L,) 
uEJ.,--l 
mit zugehbrigen Vektoren zj’+l) E X(T,‘“-l’)k und Kegeln Cj’+‘) G Y( 7’icn-11) 
gem33 (1.1) (j = 1,2). Sind nun 
resp. 
x1*, (p E J, J n Jnml = o) 
x,*h (hEI,InI,-, = la) 
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Vertreter der endlich vielen G-Bahnen von 
c:“-l’*(zy’, M + n) 
resp. 
C~-l)*(Z~-l), M + n) 
mit zugehijrigen Stabilisatoren G,+ resp. ZZ,, und K,+ = Fix(G,) sowie 
L, = Fix(ZZ,), so definiert man wie in Satz 1 k-Homomorphismen 
fl : Tl := n ResKAlr(G,& -+ Tp-l) 
AEI 
sowie 
fi : T, := n ResLPIB(GnPL,) --+ Tj’+-l), 
PEJ 
welche dann ihrerseits wiederum Grbbencharaktere xs, resp. $,,(S, , S,/S) 
induzieren, und es ist nach Konstruktion klar, da13 ftir v $ SO in den wie 
oben in Reihen entwickelten Funktionen 
und 
(mitZ,=ZuZ,_,,J,=J~J,_,,M,=N,=M+nfiirh~Z,~~E) 
-welche v-Anteile von L-Funktionen der k-Tori 
Tp) := TI x kTp-l) und Tpj := T, x JF-1) 
sind-alle Glieder bis zum (M + n)-ten einschlieI3lich tibereinstimmen. 
Daraus folgt nach einer zur Abschatzung im Beweis von Satz 1 vollig 
analogen Abschatzung die gewtinschte Formel (2.2) leicht, was noch zu 
beweisen war. 
FaDt man jetzt Satz 1 samt zugehiirigem Corollar 1 mit Satz 2 zusammen, 
so folgt aus der Meromorphie der Heckeschen L-Funktionen in der 
gesamten Ebene C (siehe [16], S. 215 und S. 249 oder such 171, Section 4.5) 
der 
HAUPTSATZ. Eine nicht konstante L-Funktion eines algebra&hen 
k-Torus T (so etwas gibt es stets, falls T nicht k-anisotrop ist), welche 
zunZichst eine in Re(s) > l/M (mit einem gewissen MEN> dejnierte und 
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dort holomorphe Funktion ist, Iti@ sich stets in diegesamte rechte Halbebene 
meromorph fortsetzen, wobei in der Halbebene Re(s) > l/(M + 1) bis auf 
einen etwaigen Pol endlicher Ordnung im Punkte s = l/M Holomorphie 
vorliegt. 
Aus dem Hauptsatz folgt insbesondere, daR Skalarprodukte Heckescher 
L-Funktionen in der rechten Halbebene meromorph sind, also insbeson- 
dere im Streifen 0 < Re(s) < l/2 keine Verzweigungspunkte besitzen 
kijnnen, was BnHorpaJroB in [6] (allerdings ohne Beweis) behauptet. 
AbschlieDend mijchte ich noch bemerken, daf3 der Beweis von Satz 2 
offenbar keine explizite Formel fiir die Fortsetzung in die gesamte rechte 
Halbebene liefert, da das gegebene (an sich ganz elementare) Verfahren 
durch Approximation mit einem Potenzprodukt Heckescher L-Funktionen 
nach Konstruktion bei nicht-trivialen L-Funktionen algebraischer Tori 
nicht abbricht. Diesen Mange1 kann ich insofern beheben, indem ich 
fiir Satz 2 einen modifizierten-allerdings wesentlich komplizierteren- 
Beweis gebe, welcher ein eventuell abbrechendes Approximationsverfahren 
benutzt. Dabei ist dieser andere Beweis seinerseits insofern unbefriedigend, 
als er nicht gestattet, einer gegebenen L-Funktion anzusehen, ob das 
erwahnte Verfahren abbricht oder nicht. Letzteres hangt natiirlich eng 
mit der Frage der analytischen Forsetzung in die gesamte komplexe 
Ebene zusammen, welche selbst im Spezialfall von Skalarprodukten 
Heckescher L-Reihen ungeklart ist. 
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